La matriz fundamental y la matriz esencial.

Concepto y aplicaciones

David Santo Orcero
1rbis@orcero.org

hitp:/ /www.orcero.org/irbis

Mayo de 2002

(©David Santo Orcero. Toda la documentaciéon aqui contenida es propie-
dad intelectual de David Santo Orcero, y todos los derechos estéan reservados.
Se permite la copia literal y la redistribucién en cualquier medio incluyendo
este aviso, el enlace a la fuente de este documento (http://www.orcero.org/irbis/freesoft.html)

y se indica la autoria de este texto.

Resumen

En este documento vamos a analizar qué es una matriz fundamen-
tal, qué es una matriz esencial, sus formulaciones y sus deducciones.
También estudiaremos cémo se calculan en la préctica, y algunos ca-
sos de ejemplo de aplicaciones. Incorporamos en este documento los
conceptos bésicos necesarios para entender las demostraciones, y ha-
cemos énfasis en la comprensiéon intuitiva y en el rigor de los temas

comentados.
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1. Base matematica

Antes de comenzar a estudiar las matrices fundamentales y esenciales,
vamos a repasar algunos de los conceptos mateméticos que necesitaremos

para seguir las demostraciones y los algoritmos.

1.1. La matriz pseudoinversa

Definimos como pseudoinversa por la derecha de una matriz A, que de-
notamos como A", a una matriz que multiplicada por la derecha por A da
la matriz diagonal con todos los elementos diagonales iguales a 1 -matriz /-;

es decir:

[ = AA* (1)
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esta definicion de matriz pseudoinversa permite que la matriz A no sea
cuadrada. Esto es fundamental en nuestro problema, ya que las matrices
de proyecciéon no son cuadradas. Si tenemos las matrices de proyeccion Py
y Ps, estas tendran como dimensién 4x3. Esto significa que nuestra matriz
pseudoinversa por la derecha debe ser una matriz con dimensiones 3x4. Cal-

culamos la pseudoinversa de A con la ecuacién:

At = AT[AT Al (2)

como la matriz [AT A] es cuadrada, suponiendo que sea una matriz regular,
es una matriz que puede ser invertida, y su inversa es tinica; por lo que el

calculo de esta expresion no debe tener ningtin problema adicional.

1.2. La matriz antisimétrica

Definimos matriz antisimétrica por la izquierda [A]* de una matriz A a

aquella matriz tal que:

Ax B=[A"B (3)

En las demostraciones que necesitaremos para llegar a una formulacion
simple de la matriz epipolar, necesitaremos conocer la matriz antisimétrica

por la izquierda de una matriz de 3x1 posiciones. Si tenemos la matriz:

Qo

a2

Su antisimétrica [A]* sera:
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0 —Qa9 ay
[A] * = Qa2 0 —Qo (5)

—ap Qg 0

1.3. La transformada SVD

La transformada SVD -Singular Value Decomposition- es una herramienta
comun para resolver sistemas de ecuaciones, y para diagonalizar matrices
cuando el sistema es singular, o numéricamente muy proximo del singular -el
error acumulado del método numérico por la precision finita de los calculos de
una méquina es suficiente muchas veces para convertir sistemas no singulares
en sistemas singulares-. En estos casos, podemos hacer una resolucién por
minimos cuadrados del sistema, o plantearnos resolucién del sistema por
SVD.

Cualquier matriz A, sea singular o no, puede ser descompuesta en un

producto de tres matrices, de la forma:

A=UDV" (6)

donde U y V son matrices ortogonales, por lo que sus inversas son iguales
a sus transpuestas; y D es una matriz diagonal.

La aplicacién mas comun de la SVD es el calculo rapido de la inversa de
una matriz para resolver un sistema de ecuaciones. La inversa de la matriz

A, conocida su descomposiciéon SVD, es:

At =vDU" (7)
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El computo de la inversa de la matriz D es ficil de calcular; aplicando
la propiedad de las matrices diagonales por la que la inversa de una matriz
diagonal es la inversa de los elementos de dicha matriz. Esto funciona si la
matriz no es singular, lo que significa en la practica que todos los elementos de
la matriz D son distintos de 0; lo que no es el caso ni en la matriz fundamental
ni en la matriz esencial, que son matrices singulares -y que en particular
tendran un elemento de D igual a 0.

SVD es interesante para nosotros porque define un espacio ortogonal en
U cuyo numero de vectores directores coincide con el rango de la matriz A, y
este espacio define la parte no-singular de la matriz, y un espacio ortogonal
en V' cuyo nimero de vectores directores coincide con la dimension de la
matriz A menos su rango -es decir, el niimero de ceros en la diagonal de la

matriz D-, y este espacio define la parte singular de la matriz.

1.4. Propiedades de la SVD
Las propiedades méas importantes de la SVD son:

» Sea A = UDV™ una descomposicién SVD, o; el mayor elemento dia-
gonal de D y o, el menor elemento diagonal de D. Llamamos grado de
singularidad al cociente 7*; y si la inversa del grado de singularidad es
del orden de magnitud que la precision de la maquina, denominamos a

la matriz mal condicionada, y 1a podemos considerar singular.

» Sea A = UDV7T una descomposicién SVD, y A una matriz cuadrada

no singular. La inversa de A sera:
At =vDU" (8)
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» Sea A = UDV7T una descomposicién SVD, y A una matriz cuadrada

singular. La pseudoinversa de A sera:
At =VvDyU" (9)

donde Dy es una matriz en la que sustituimos los elementos de la dia-
gonal que valgan cero por oo; lo que es lo mismo que decir que los

elementos de D' que valgan oo los sustituiremos por cero.

» Los autovalores no nulos de AT”A y de AAT son los cuadrados de los

valores singulares no nulos de A.

» Sea A = UDV7T una descomposicién SVD, las columnas de U son los

autovectores de AAT y las columnas de V son los autovectores de AT A.

» Sea A = UDVT una descomposicién SVD, todo elemento de la diagonal
0, cumple que:

Auk = OV (10)

y que:

ATUk = OLUk (11)
siendo:

e u; la columna de U correspondiente a oy,

e v, la columna de V' correspondiente a oy,
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2. Analisis geométrico de una imagen

2.1. El modelo pin-hole

El modelo de camara pin-hole es uno de los mas sencillos que podemos
plantearnos, pero que es de mucho interés, ya que modela razonablemente
bien una cdmara comin con una formulacién matematica muy simple.

El modelo de cAmara pin-hole supone que para todo punto que impacta
en la pelicula, el rayo de luz que sale rebotado de un cuerpo y llega a la
camara, atraviesa tinico punto, independientemente del punto de origen y
del punto de impacto en la pelicula. Esto hace el modelo matematico de la
camara muy simple, ya que de una aplicacion directa del teorema de Thales

de Mileto, podemos sacar las ecuaciones:

Zr =—fX
(12)
Zy =-—fY

suponiendo que:

» Las cordenadas del punto en el espacio que se proyecta seran (X, Y, Z)T,
donde el eje de la coordenada Z es la linea que pasa por el centro éptico
y es perpendicular al plano de proyeccion, y las coordenadas (0,0, 0)

estan situadas en el centro éptico.
» Las coordenadas del punto proyectado seran (x,y)7.

= f esla distancia focal -es decir, la distancia que separa el centro 6ptico

del plano de proyeccion-.
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Si queremos operar con &lgebra matricial -lo que es mas céomodo para
trabajar con ordenadores- podemos reformular la ecuacién anterior en coor-

denadas homogeneas como:

X
x —fX —f 0 00
Zy:—fYZO—fOOY (13)
z Z 0 0 10 ‘
1
sabiendo que hemos definido el punto proyectado m -cor-no:
—fX
—fY (14)
Z
el punto que se proyecta M como:
_X_
’ (15
Z
1
y la matriz de proyecciéon P com(-): )
—f 0 00
0O —f 00 (16)
0 0 10
la ecuacién 13 queda como:
Am = PM (17)
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Donde A es una argucia matemaética, denominada factor de escalado, y
que coincide con la coordenada Z del punto M.

Aunque a simple vista no lo parezca, hemos ganado bastante con esta
reformulacion: a pesar de la nomenclatura matricial, el hecho de operar con
coordenadas homogeneas supone que tratamos siempre con un sistema lineal
de ecuaciones, por lo que dispondremos de gran cantidad de técnicas numé-
ricas sencillas, rapidas y precisas para resolver el problema en un ordenador.

La formula matematica de la matriz de proyeccion P puede ser mas com-
plicada, en caso que no empleemos el modelo pinhole al modelar la imagen.
También puede involucrar més parametros que apenas la distancia focal f. Al
proceso de calculo de estos pardmetros, que nos permiten deducir la matriz
de proyeccién, lo denominamos calibracion de la cimara.

El estudio detallado del cilculo de P en casos méas complicados es algo
que queda fuera del objetivo de nuestro trabajo, y recomendamos la lectura
de la bibliografia para tener més informacion sobre calculo de matrices de

proyecciéon P para modelos mas complejos de caAmara.

2.2. Calculo del centro 6ptico

A veces no tendremos las coordenadas espaciales del centro éptico, pero
mas adelante las necesitaremos. Por ello, necesitamos saber como calcular el
centro 6ptico C' a partir de la matriz de proyeccion P.

Para calcularlo, emplearemos una propidedad curiosa: el centro éptico es
el inico punto del espacio que no puede ser proyectado en el plano. La forma
de hacer esto mateméticamente es comprobando que la tltima coordenada

de su proyeccion sea 0, por lo que nos saldra el punto en la recta del infinito.
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Podemos poner las otras dos coordenadas a 0 para facilitar la formulacion

matemaética, quedando esta como:

PC =

o o O
—
—_
oo
~—

2.3. Modelo de camara CCD

La camara CCD —charge-coupled-device— es un tipo de cAmara muy co-
mun en aplicaciones informaticas. Internamente esta formada por una matriz
de seminconductores fotosensibles.

Entre sus caracteristicas, destacamos que la imagen ya esta espacialmente
discretizada, y que son cadmaras que tienen una resolucién muy buena, operan
en condiciones de poca luz, y presentan pocas aberraciones geométricas, en
relacion con las otras tecnologias existentes. Para nuestro caso actual nos
interesan porque los casos de estudio los hemos realizado con una Canon
Ixus digital, con un CCD.

Estas cAmaras tienen en su matriz de perspectiva cuatro aspectos impor-

tantes que debemos modelar:

s Translacion: El punto (0,0) de nuestra imagen capturada puede no
coincidir con el centro de coordenadas de nuestro sistema. Llamaremos
a los parametros de translacion xy y 4o, y corresponde con la posicion

del punto (0,0) de la imagen de la caAmara respecto al sistema global.

» FEscalado: Un punto de una imagen no tiene por que coincidir necesaria-

mente con la unidad en la que estamos midiendo. El factor de escalado
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determina la proporcién entre la unidad del mundo real que empleamos

y el punto en la cAmara, y lo denotaremos por s.

» Rotacion: Una imagen puede estar rotada respecto al sistema de coor-
denadas. Esto supone tres parametros, a, (3, v que corresponden, res-
pectivamente, al angulo del eje de la caAmara con los ejes X, YV y Z
del sistema. Es comiin poner arbitrariamente el eje Z perpendicular a
la imagen de la cAmara, ya que simplifica los célculos -el angulo de la
camara respecto al sistema de coordenadas es igual al dngulo de giro

en la imagen-.

= Deformacion: los CCDs pueden provocar una deformacion en la ima-
gen. Esta deformacion suele ser lineal, y corresponde a que los pixeles
del CCD que captura la imagen pueden ser rectangulares -en lugar de
cuadrados-, por lo que tendremos una deformacién homogénea y lineal
de ensanchamiento -o estiramiento- de la imagen. El factor de defor-
macion, llamado d, es la razén entre la altura y la anchura de un pixel
del CCD de la camara, y puede ser calibrado con facilidad haciendo
la operacién a mano sobre una foto de un cuadrado. Observamos que
podemos tener una variable de escalado y otra de deformacion, o una
variable de escalado horizontal y otra variable de escalado vertical, y

no seria necesario el factor de demostracion.

La ecuacion matricial del modelo de camara de una camara CCD sin

deformacion es:
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mg, a S Xy My
Mg, | = 0 B wo my
1 0 0 1 1

es decir, las ecuaciones en formato matricial son:

mi = Km

Donde K es la denominada matriz de calibracion.

m=KPM

desarrollando las matrices, obtenemos:

M,
My a s X f 0 00

My
my, | =10 B 0O f 00

M,
1 0 0 1 0 010 .

si hacemos las sustituciones:

af =af
By =08f
sp =sf
\
tenemos:
1rbis@orcero.org 13
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M,
My af S¢ X 1 000
fo85 o M,
m, | =10 B w|[|[0 100 (24)
M,
1 0 0 1 0010
1

es decir, hemos prescindido de la longitud focal.
En la practica, significa que podemos trabajar con una longitud focal 1,

y compensarlo al realizar la calibracién de la cAmara.

3. Analisis geométrico de dos imagenes

El hecho de disponer de dos imagenes del mismo entorno nos permite
descubrir nuevas informaciones sobre dicho entorno.

Supongamos que tenemos un punto M del espacio, que se proyecta en el
punto m; de la primera imagen, y el punto my de la segunda imagen. Por
aplicacion directa de la ecuacion 17 a este escenario, tenemos el sistema de

ecuaciones matriciales:

)\1m1 = PlM
(25)
)\ng = P2M

Donde:

= P, es la matriz de proyeccién de la primera imagen.
= P, es la matriz de proyeccion de la segunda imagen.

= M son las coordenadas homogéneas del punto en el espacio.
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A1 es el factor de escalado para la primera imagen.
= )\, es el factor de escalado para la segunda imagen.

= m, son las coordenadas homogéneas en el plano de proyecciéon de la

primera imagen de la primera proyecciéon del punto.

= my son las coordenadas homogéneas en el plano de proyecciéon de la

segunda imagen de la segunda proyeccién del punto.

3.1. Visidén estéreo y geometria epipolar

Definimos visién estéreo como aquella en la que empleamos més de una
imagen para obtener una idea de tridimensionalidad. Segin el nimero de
imagenes que empleemos, hablaremos de vision bifocal -dos iméagenes-, trifocal
-tres imagenes-, quadrifocal -cuatro imagenes- o N-focal -N imagenes-.

Para nuestro caso, estudiaremos los conceptos de un sistema bifocal; aun-
que lo estudiado es extrapolable a cualquier sistema N-focal.

El primer concepto que necesitaremos es el de geometria epipolar. Deno-
minamos geometria epipolar como a la geometria generada por dos vistas;
y se basa en dos conceptos fundamentales, quue son la linea epipolar y el
epipolo.

Dado un sistema bifocal, definimos como epipolo e; de una de las dos
imagenes del sistema a la proyecciéon del centro 6ptico de la otra imagen. Un
sistema bifocal tiene exactamente dos epipolos, uno por cada imégen. Los
dos epipolos pueden tener las mismas coordenadas, o coordenadas distintas.

Definimos como linea epipolar /; para uno de los dos planos de proyeccion

a la linea que pasa por el epipolo ¢; contenido en el plano de proyeccion
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y la projeccion m;. Observamos que la linea epipolar e;m; es también la
proyeccion de la linea que pasa por el centro 6ptico C; y la proyeccion m;
sobre el plano de proyeccion. Tenemos exactamente dos lineas epipolares,
una por cada imagen. Las dos lineas epipolares pueden tener las mismas

coordenadas, o coordenadas distintas.

Definimos como plano epipolar al plano definido por los centros 6pticos
de las dos imagenes, y el punto M del espacio tridimensional. Tanto las dos
proyecciones m; y ms del punto M como sus epipolos e; y €5 estan contenidos

en el plano epipolar. si M est4 fuera de los dos planos de proyeccion y los
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planos de proyeccién no son paralelos, existe un tnico plano epipolar.

4. La matriz fundamental

4.1. Deduccion de la matriz fundamental

Para deducir la formulacion de 1la matriz fundamental tomaremos las ecua-

ciones 25, que son:

)\1m1 = PlM
(26)
)\ng = P2M

El primer paso que tomaremos sera buscar la formulacién matemaéatica de
la linea epipolar para la segunda proyecciéon P, que seré lo; nos interesa que
sea funcion de my, P, y P».Podriamos usar como punto M si lo conocieramos,
pero partimos de que M es desconocido.

Para encontrar el primer punto usaremos un punto arbitrario M,, cuya

formulacion es:

M, = P{'m, (27)

Es decir, nuesto punto sera el producto de la pseudoinversa de la primera
matriz de proyecciéon por la primera proyecciéon del punto. Siendo P; de 4x3
elementos, P;" serd forzosamente de 3x4 elementos segtin la definicion de
pseudoinversa por la derecha estudiada en la primera seccion de este informe
técnico. Dado que la matriz m, es de 3x1 elementos, la matriz resultante M,
es de 4x1 elementos, lo que significa que M, formula mateméticamente un

punto.
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Este punto cuya ecuaciéon hemos definido tiene una propiedad importante.

Si lo aplicamos a la primera de las ecuaciones 25, tendremos:

Alml(Ma) = PlMa (28)

Sustituyendo el valor de M,, obtenemos:

)\1m1(Ma) = P1P1+m1 (29)

Aplicando la definicién de pseudoinversa, tenemos que PP, = I, por lo
que tenemos que:

)\1m1(M = Iml (30)

)

Esto quiere decir que la proyeccion m,, de este punto M, es igual a m,, por
lo que el punto esté en la linea entre el centro 6ptico C; y la proyeccion my
en P; del punto M. Ya tenemos uno de los dos puntos que estamos buscando:

M,. Por lo tanto, hacemos:

mQ(Ma) = PQMa (31)

Aplicando la definicién de M, de 27:

mQ(Ma) = P2P1+m1 (32)

Para el segundo punto, vamos a aplicar a la segunda ecuacion 25, el centro
optico C de la primera imagen, con objeto de obtener el segundo epipolo.

tendremos:

irbis@orcero.org 18 http://www.orcero.org/irbis



4 LA MATRIZ FUNDAMENTAL David Santo Orcero

€y = m2(cl) == PQCl (33)

Conocidos estos dos puntos, el cilculo de la linea epipolar es trivial:

l2 = €9 X mg(Ma) (34)

Sustituyendo el cilculo de ey de 33 y de ma,,., de 32, tenemos:

l2:P201><P2P1+m1 (35)

Podemos aun simplificar mas la formulaciéon de la linea epipolar [, de
la segunda proyecciéon P, sustituyendo la matriz resultado del producto de
P, por su antisimétrica; y asi tenemos que la nueva formulacion de la linea

epipolar /5 es:

l2 = [PgCl]XPngrml (36)

Definamos la matriz § como:

§ = [RCi]* PPy (37)

La linea epipolar /5 pasa a ser:

lg = 37711 (38)

Y la llamaremos matriz fundamental. La matriz fundamental depende
exclusivamente de la geometria bifocal, y es independiente de los puntos del
sistema y de sus proyecciones -es decir, no depende de M, ni de mq, ni de

mo-.
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La forma de usar esta matriz es para relacionar las dos proyecciones m; y
ms de un punto en el espacio. Para deducir la expresion que relaciona las dos
proyecciones,, analizaremos la linea epipolar /5 de nuevo. Como my pertenece

a la linea epipolar l,, tendremos que:

mily =0 (39)

pero, aplicando la nueva definicién de linea epipolar de 38, tenemos que:

migm; =0 (40)
Por lo que podremos usar la matriz fundamental para relacionar las dos

proyecciones de un punto en el espacio.

4.2. Propiedades de la matriz fundamental

La matriz fundamental § tiene algunas propiedades importantes, que ne-
cesitaremos para calcularla y usarla. No vamos a demostrar las propiedades
matematicamente -se puede encontrar en cualquier libro donde describa la
matriz fundamental-, pero si vamos a especificar las propiedades més impor-

tantes, que son:

» La matriz fundamental § es homogénea. En la préctica, significa que

Vk si k # 0 la matriz k§ sigue siendo matriz fundamental.
» Kl determinante de la matriz fundamental § es cero.

= La matriz fundamental § sblo tiene siete grados de libertad, es decir, de
los nueve componentes de la matriz, dos pueden ser calculados a partir

de los otros siete.
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» El rango de la matriz fundamental § es 2.

Ademas de estas propiedades algebraicas, que son tutiles para calcular la
matriz fundamental, tenemos un conjunto de propiedades geométricas, que

usaremos para operar con la matriz fundamental. Estas propiedades son:

» Dada una geometria bifocal, la matriz fundamental § es funcién exclu-
siva de dicha geometria. Esto significa que es independiente de todos
los puntos M de la escena y de las proyecciones m; y mo de los puntos

de la escena.

» La matriz fundamental § define las lineas epipolares. Podemos calcular
las lineas epipolares a partir de la matriz fundamental con las ecuacio-

nes:

12 = Sml (41)
L = Sng (42)

» La matriz fundamental § define los epipolos. Podemos calcular los epi-

polos a partir de la matiz fundamental con las ecuaciones:

%61 = 0 (43)

Fles = |0 (44)
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s La matriz fundamental § redefine la restriccion epipolar -es decir, la

relacion entre las dos proyecciones- como:

migm; =0 (45)

5. Calculo de la matriz fundamental

5.1. Introducciéon conceptual al cidlculo de la matriz fun-

damental

Existen dos enfoques posibles al célculo de la matriz fundamental. El

primer enfoque es emplear la féormula 37:

§ = [RCi]* PP (46)

Este planteamiento es rapido y muy eficiente, involucrando apenas unas
pocas operaciones algebraicas -principalmente, sumas y productos-. Sin em-
bargo, necesita el conocimiento de las matrices de proyecciéon P, y P, y del
centro 6ptico C;. El centro 6ptico podemos calcularlo directamente a partir
de P, como ya hemos visto; sin embargo, P; y P, son matrices complicadas
de descubrir, y esto serd posible apenas en entornos fuertemente controlados.

El caso més comiin es que no conozcamos las matrices P; y P, por lo que
este planteamiento no nos vale. Sin embargo, conocidas las correspondencias
entre n puntos de la primera proyeccién m;, con n puntos de la segunda

proyeccion my,, podemos usar la ecuacion:

mg §my, =0 (47)
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para todos los pares de puntos de proyeccion my,, ms,.

Si desarrollamos las ecuaciones resultantes para n puntos, tendremos un
sistema de n ecuaciones lineales con nueve incognitas. Tomemos, por ejemplo,
un par de puntos arbitrarios m;,, mo,; el desarrollo completo de la ecuacion

25 para estos dos puntos sera:

0 =iy, Tiny, o0 + Ty, Yy, To1 + Ly, Toz+
FYms, Ty, 810 + Yma, Yma, S11 + Yy, 12+ (48)

Ty, §20 + Yy, S21 + T2z

donde son constantes Ty, , Ym,., Tmy, € Ym, ; y son las variables las dis-
tintas ;.

Estos sistemas, en principio, tienen una base matemética muy simple, y
pueden ser resueltos con las técnicas de resoluciéon de cualquier sistema de
ecuaciones, tanto algebraicas -que cualquier alumno de bachillerato domina-
como numéricas -que se aprenden en cualquier curso de iniciacion a los mé-
todos numéricos de una carrera-.

Sin embargo, las propiedades de la matriz fundamental anteriormente
comentadas permiten que no sean necesarios tantos pares de puntos, y que
podramos incluir restricciones adicionales basadas en estas propiedades. Por

ello, vamos a ver los distintos casos de resoluciéon que tenemos.
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5.2. Calculo de la matriz fundamental con ocho pares

de puntos

Podemos calcular la matriz fundamental con ocho pares de puntos. Para
ello, desarrollamos la ecuacion 48. Con esto tendremos ocho ecuaciones con
nueve incognitas. La novena ecuacién la obtenemos sabiendo que el rango de
la matriz fundamental es dos. Por ello, una de las filas debe ser linealmente
dependiente de otra. Escogemos una fila al azar, y decimos que es igual a
otra fila al azar multiplicada por la constante que queramos -salvo 0-. Esto
nos dard una ecuaciéon maés.

Esto significa que con ocho puntos tendremos exactamente nueve ecua-

ciones con nueve incognitas.

5.3. Calculo de la matriz fundamental con mas de ocho

pares de puntos

Si tenemos ocho puntos o mas, siempre podemos emplear las restricciones
del algoritmo de ocho puntos, que tiene como caracteristica que nos asegura
que la matriz fundamental va a cumplir las propiedades matematicas de tal
matriz; y aplicamos un procedimiento de optimizaciéon donde las ecuaciones
son las del algoritmo de los ocho puntos; solo que ahora serén las restricciones
del algoritmo de optimizacién, donde optimizamos el error cuadratico medio
de ocho variables respecto a las restricciones derivadas de las ecuaciones
anteriormente citadas.

Dentro de estos métodos de minimizaciéon del error cuadratico medio,

podemos usar una funciéon de pseudogradiente -como hace el algoritmo de
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RANSAC-, hacer un descenso de gradiente, usar una red neuronal, agregacion
simulada, un algoritmo genético, un algoritmo mimeético o cualquier otro

método que queramos para minimizar dicho error cuadréatico medio.

5.4. Optimizacion del algoritmo de calculo de la matriz

fundamental
Atun se puede optimizar mas el calculo de la matriz fundamental. Para
ello, suponemos que el resultado de los algoritmos anteriores dara la matriz

fundamental estimada, en lugar de la matriz fundamental.

Hacemos:

s Determinamos la SVD de la matriz fundamental estimada F'.

» Sea ' = UDVT la descomposicién SVD de la matriz fundamental

estimada F', la matriz D debe tener la forma:

kL 0 0
D=|0 k 0 (49)
0 0 0

si la matriz fundamental estimada F' fuese exactamente la matriz funda-
mental §; pero probablemente, debido a errores numeéricos en el calculo

y a errores en la exactitud de los puntos, tendra la forma:

kL0 0
D=0 k 0 (50)
0 0 ks
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Por ello, definimos D’ como:

kL 0 0
D=10 k 0 (51)
0 0 0

» Estimamos la matriz fundamental definitiva § como:
F=UDV" (52)

Este algoritmo no es necesario si tenemos exactamente ocho puntos; pero
si hemos resuelto el problema con méas de ocho puntos y en nuestro algoritmo
hemos tenido en cuenta nueve incégnitas -es decir, se ha relajado la condiciéon
de dependencia lineal de una de las filas-, es importante que apliquemos
este algoritmo para mejorar el resultado, y que la matriz fundamental sea

realmente la matriz fundamental.

6. La matriz esencial

6.1. Qué es la matriz esencial

En 20 hemos visto las ecuaciones de los puntos de la imagen después de
haber calibrado la cAmara. Conocida la matriz de calibracion de la primera
camara K, y de la segunda camara K5, podemos aplicarla sobre los puntos

m1 y ms, obteniendo:

mg, = Kimy (53)

My, = Kng
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Si aplicamos estos puntos sobre la formulacion de la matriz fundamental,

segun la vimos en 40, y operamos, obtenemos la expesion:

mi, T*Rtmy, =0 (54)

donde:

» T es el vector de translacion entre las dos iméagenes.

» R es la matriz de rotacién entre las dos imégenes.

Podemos definir la matriz esencial & como:

¢ =T*R* (55)

por lo que tendremos la expresion:

mfl Emy, =0 (56)

Dicho de una forma verbal, al realizar la transformaciéon de calibracion
para cada uno de los dos puntos, lo que relaciona el punto calibrado de
una imagen con el punto calibrado de la otra imagen es la composicién de
la translacién y la rotacion de las vistas. Por ello, podemos considerar a la
matriz fundamental § como la matriz que relaciona dos proyecciones, es decir,
que relaciona las dos imégenes de una misma escena; mientras que la matriz
esencial € relaciona el movimiento relativo para llegar de una vista a la otra

vista.

irbis@orcero.org 27 http://www.orcero.org/irbis



6 LA MATRIZ ESENCIAL David Santo Orcero

6.2. Propiedades de la matriz esencial

Como ocurria en la matriz fundamental, la matriz esencial & tienen un

conjunto de propiedades, que son:
» El rango de la matriz esencial & es 2.

= Siendo T el vector de translaciéon entre las dos vistas, tenemos que:

TT¢ =0 (57)

= Siendo 7 el vector de translaciéon entre las dos vistas, y R la matriz de

rotacion, tenemos que:

E(RT)=0 (58)
= Siendo la descomposicion SVD de la matriz esencial:
¢=UDVT" (59)

la forma general de la matriz D sera:

E 0 0
D=10 k 0 (60)
0 00

= Siendo la descomposicion SVD de la matriz esencial:

¢ =UDVT (61)
la matriz de rotaciéon R sera:
0 10
R=U|-10 0|V” (62)
0 01
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= Siendo la descomposicion SVD de la matriz esencial:
¢=UDV" (63)

el vector de translacion T seré:

0 -1 0
T=V| 1 o o|V" (64)
0 0 0

7. Calculo de la matriz esencial
El calculo de la matriz esencial sigue los siguientes pasos:
= Calculamos la matriz fundamental §.
= Calculamos la matriz de calibracion de la primera cAmara K.
» Calculamos la matriz de calibraciéon de la segunda camara K.

= La matriz esencial ¢ la obtendremos con la expresion:

¢ = K| TK, (65)

8. Aplicaciones

Existen muchas aplicaciones de las matrices fundamentales y esenciales.
Vamos a hacer una revisiéon de las aplicaciones méis comunes de estos dos

tipos de matrices.
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8.1. Calibracion de una camara

Es posible emplear la matriz fundamental para calibrar una cimara. Para
ello empleamos las denominadas ecuaciones de Kruppa, que toman como pa-
rametro la matriz fundamental, los epipolos y dichas matrices de calibracion.

Las ecuaciones de Kruppa son la formulacién matemética de un concepto
mateméatico denominado conica absoluta. La conica absoluta es una conica
que tiene como caracteristica que estd contenida en el plano del infinito; y
nos interesa porque su proyeccion depende exclusivamente de los parametros
intrinsecos de la cAmara.

Las ecuaciones de Kruppa se desarrollan a partir de la ecuacién:

FKT" = Be x K(e*) (66)

donde [ es un escalar desconocido, distinto de 0. Esta ecuacion matricial
se puede desarrollar por cada elemento de la matriz de cualquiera de los dos

lados, dando lugar a la formulacién matemaéatica de las ecuaciones de Kruppa:

_ FE(E oo

(e x K(e*)T)oo
_ FKE o

(e x K(e¥)T)m
 BKE e

(e x K(eX)T)o2
_ FKGE )

(e x K(e¥)T)1y
_ FK(E )12

(e x K(e*)T)y
B )
(e x K(eX)T)gy
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Donde:

« es la variable usada para simplificar la formulacion de las ecuaciones,

pero de ningtn valor intrinseco para nuestro problema.

$ es la matriz fundamental de las dos imégenes.

(F7)i; es el elemento i, j de la transpuesta de la matriz fundamental F.

K es la matriz de calibracion.

e es la proyeccion en la segunda imagen del epipolo de la primera ima-

gen.

(e x K(e*)T);; es el elemento 4, j de la matriz resultado de realizar la

operacion (e x K(e*)T).

Estas ecuaciones hacen que K esté sobredeterminado en unos polinomios
de segundo orden, y que, por lo tanto, no pueda ser resuelto de forma simple
mediante las reglas de sistemas lineales. Sin embargo, puede ser resuelto
numéricamente como cualquier otro sistema no lineal sobredimensionado; o
puede ser resuelto por algunas de las técnicas desarrolladas especificamente

para las ecuaciones de Kruppa.

8.2. Egomotion

Denominamos un algoritmo de egomotion a aquel algoritmo que nos per-
mite describir el movimiento de un sensor -en este caso, una cadmara- a partir

de la imagen generada por dicho sensor.

irbis@orcero.org 31 http://www.orcero.org/irbis



8 APLICACIONES David Santo Orcero

La matriz esencial puede ser empleada directamente para el calculo de
egomotion; para hacer esto, recordamos que entre las propiedades de la SVD
estaba en que a partir de las matrices de la descomposicion podiamos ob-
tener la translacion y la rotacion entre una imagen y la otra. Definida una
transformacién SVD con la ecuacion € = UDVT, sabemos que la rotacion R

viene formulada por la ecuacion:

0 10
R=U|-10 0o|V" (68)
0 01

y el vector de translaciéon 7" viene definido por la ecuacion:

0 -1 0
T=V]|1 o ofV" (69)
0 0 0

Sin embargo, si hacemos esto tal y como hemos comentado, no funcionar4,
ya que el error acumulado al escoger los pares de puntos, el error por la
correspondencia de puntos, el error al calcular la matriz fundamental, el error
en la matriz de calibracion, el error al calcular la matriz esencial, el error del
método numérico de calculo de la SVD y los errores por usar aritmética
finita en todos los calculos involucrados, haran que se parezca muy poco el
resultado al desplazamiento y la rotaciéon real de la segunda cAmara respecto
a la primera.

Pero hay una solucién: a la hora de calcular la SVD, sabemos que exis-
ten un dos propiedades importantes que tiene la matriz esencial, y que se

deben de cumplir: el rango de la matriz esencial debe ser dos, y sus dos au-
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tovalores distintos de cero deben ser iguales. En la practica, significa que en
la descomposicién SVD debemos tener dos elementos en la matriz diagonal
distintos de cero, y los dos en la matriz diagonal. Por ello, igualando a cero
el tercer elemento de la diagonal y calculando la media de los elementos que
encontramos en la matriz diagonal nos encontramos con una nueva matriz
diagonal, a la que si empleamos para montar de nuevo la matriz -realizando
el producto con U por la izquierda y el producto con la transpuesta de V' por
la derecha-, obtendremos una mejor aproximacién de la matriz esencial. La
transformada SVD de la nueva matriz esencial, si bien sigue sin ser exacta,
tiene una precision razonable, por lo que podemos aproximarla a la matriz
esencial €. El proceso lo podemos repetir iterattivamente, pero no lo haremos
porque la mayor parte de las veces esto no sera necesario, y bastara con hacer
la correccién una tinica vez.

Por tanto, el algoritmo de egomotion con la matriz esencial tiene como

pasos:

= Encuentra la correspondencia entre n puntos de la primera imagen y

de la segunda imagen. Deben ser, al menos, 7 puntos.

= Normaliza los datos, para reducir el error numérico en los célculos. El
objetivo de la normalizacién es que la media de los datos sea 0. Un

ejemplo de matriz de normalizacion es:

a 0 c
H=|o0 b 4 (70)
001

irbis@orcero.org 33 http://www.orcero.org/irbis



8 APLICACIONES David Santo Orcero

s Calculamos la matriz fundamental §, segtin vimos en la seccién el calcu-

lo de la matriz fundamental.

» Calculamos la matriz esencial estimada FE, segin vimos en la seccion

sobre el cadlculo de la matriz esencial.
s Determinamos la SVD de la matriz esencial estimada F.

» Sea F = UDVT la descomposiciéon SVD de la matriz esencial estimada

E, la matriz D debe tener la forma:

E 0 0
D=10 %k 0 (71)
0 01
si la matriz esencial estimada E fuese exactamente la matriz esencial

¢; pero probablemente, debido a errores numéricos en el calculo y a

errores en la exactitud de los puntos, tendré la forma:

k0 0
D=|0 k 0 (72)
0 0 ks

Por ello, definimos D’ como:

kl—gkg 0 0
D=1 0 &tk g (73)
0 0 0

» Estimamos la matriz esencial definitiva & como:
¢=UDV" (74)
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= Siendo la descomposicion SVD de la matriz esencial:

¢=UDV" (75)
la matriz de rotacién R sera:
0 1 0
R=U|-10 0|V" (76)
0 0 1

= Siendo la descomposicion SVD de la matriz esencial:
¢=UDVT" (77)

el vector de translacion T seré:

0 -1 0
T=V|1 0o o|V" (78)
0 0 O

8.3. Estereo

Conocidas las matrices de calibraciéon y la matriz esencial, es facil deducir
para un punto M cuales son sus proyecciones m; y ms.

Aqui hablaremos de una reconstruccion tridimensional rapida y eficiente,
basada en la similaridad y partiendo del supuesto de que la matriz de cali-
bracién ha sio calculada por otro método, por lo que es conocida. Existen
otros métodos capaces de resolver el problema de una reconstrucciéon tridi-
mensional euclidea plena, pero no he sido capaz de entender el método a
tiempo.

El algoritmo de la reconstruccion de estéreo por similaridad es:
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= Encuentra la correspondencia entre n puntos de la primera imagen y

de la segunda imagen. Deben ser, al menos, 7 puntos.

= Normaliza los datos, para reducir el error numérico en los célculos. El
objetivo de la normalizacién es que la media de los datos sea 0. Un

ejemplo de matriz de normalizacion es:

a 0 c
H=10 b d (79)
001

= Calculamos la matriz fundamental §, segiin ya hemos visto en la seccion

sobre el calculo de la matriz fundamental.

» Calculamos la matriz esencial estimada F, segiin vimos hemos visto en

la seccién sobre el calculo de la matriz esencial.
s Determinamos la SVD de la matriz esencial estimada F.

s Sea E = UDVT la descomposiciéon SVD de la matriz esencial estimada

E, la matriz D debe tener la forma:

k0 O
D=0k 0 (80)
0 0 1

si la matriz esencial estimada E fuese exactamente la matriz esencial

&; pero probablemente, debido a errores numeéricos en el calculo y a
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errores en la exactitud de los puntos, tendra la forma:

k0 0
D=0 k 0 (81)
0 0 ks

Por ello, definimos D’ como:
ki+k
bt 0

D' = 0 Atk g (82)

0 0 0

s Estimamos la matriz esencial definitiva & como:

¢=UDV" (83)

= Siendo la descomposicion SVD de la matriz esencial:

¢=UDV" (84)
la matriz de rotaciéon R sera:
0 10
R=U|-10 0o|V" (85)
0 01

= Siendo la descomposicion SVD de la matriz esencial:
¢ =UDVT (86)

el vector de translaciéon 1" seré:

0 -1 0
T=V|1 0o o|V”" (87)
0 0 0
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» Concidas las matrices de calibracion K; y K», la matriz de rotacion
entre las imagenes R, y el vector de translacion 7', obtenemos el punto
real M del desarrollo de las ecuaciones:

my  ~ [Ky|0|M
(88)

my = [(KoR)|(—KoRT)|M

Si incluimos todos los pardmetros conocidos en estas ecuaciones, po-

dremos despejar algebraicamente los cuatro parametros de M.

9. Conclusion

En este informe técnico hemos revisado los conceptos necesarios para en-
tender y usar las matrices fundamentales y las matrices esenciales, y hemos
estudiado dichas matrices, incluyendo deduccion, formulacion, célculo de es-

tas matrices y algunos de sus usos.
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